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Abstract  

For a graph G that have vertex set 𝑉 and edge set 𝐸. A labelling 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 → {1,2,3, … , 𝑘} is called a 

vertex irregularity total k-labeling of 𝐺 if for any two different vertices 𝑥 and 𝑦 in 𝑉 have 𝑤𝑡(𝑥) ≠
𝑤𝑡(𝑦) where 𝑤𝑡(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∑ 𝑓(𝑥𝑦)𝑦∈𝑉(𝐺) . The smallest positive integer 𝑘 such that 𝐺 has a vertex 

irregular total k-labeling is called the total vertex irregularity strength of 𝐺, denoted by 𝑡𝑣𝑠(𝐺). 

In this paper, we determined the total vertex irregularity strength of Unidentified Flying Object Graph, 

𝑡𝑣𝑠(𝑈𝑚,𝑛). The result in this paper as follows: 

𝑡𝑣𝑠 (𝑈𝑚,𝑛) = ⌈
3𝑛+1

2
⌉ for 3 ≤ 𝑚 ≤ 3 ⌈

𝑛+1

2
⌉, 𝑛 ≥ 3,  and   

𝑡𝑣𝑠 (𝑈𝑚,𝑛) = ⌈
3𝑛+𝑚

3
⌉ for 𝑚 > 3 ⌈

𝑛+1

2
⌉ , 𝑛 ≥ 3. 
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PENDAHULUAN 

Pada tahun 1736, Leonhard Euler mendiskusikan kemungkinan melintasi semua 

jembatan yang berada di kota Konisberg dengan melintas sekali lalu kembali ke kota asal. 

Diusulkan solusi dari masalah tersebut dengan memisalkan kota dan jembatan masing-masing 

sebagai titik dan sisi yang hingga kini dikenal dengan teori graf. Teori ini kemudian mulai 

dikembangkan oleh para ahli matematika. Secara umum, titik, sisi dan himpunan bilangan asli 

menjadi representasi objek kajian dari graf. Hingga pada tahun 1963 untuk pertama kalinya 

pelabelan graf diperkenalkan oleh Sadlacek, diikuti Stewart tahun 1966 serta Kotzig dan Rosa 

tahun 1970.  

Domain berupa elemen dari graf yang dipetakan ke himpunan bilangan bulat positif 

disebut sebagai pelabelan graf. Pelabelan graf berdasarkan domainnya dibagi menjadi dua. 

Pelabelan dengan himpunan sisi yang berasal dari suatu graf sebagai domainnya dinamakan  

pelabelan sisi (edge labeling), sedangkan pelabelan dengan himpunan titik yang berasal dari 

suatu graf sebagai domain dinamakan pelabelan titik (vertex labeling). Penggabungan domain 

yang merupakan  himpunan titik dan himpunan sisi yang berasal dari suatu graf dinamakan 

pelabelan total (total labeling). 

Pada tahun 2007, Baca dkk melakukan pengkajian pada pelabelan total yang kemudian 

dinamakan pelabelan total tidak teratur (total irreguler labeling). Dalam pelabelan tersebut 

dibagi menjadi dua jenis pelabelan yaitu pelabelan total tidak teratur sisi dan pelabelan total 

tidak teratur titik.  

Penelitian mengenai pelabelan total tidak teratur titik telah diaplikasikan pada beberapa 

graf. Salah satunya yaitu pelabelan total tidak teratur titik yang diaplikasi kan pada graf bipartid 
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lengkap. Nurdin dkk, 2010 mengaplikasikan pelabelan total tidak teratur titik pada graf pohon 

dan memperoleh nilai total tidak teratur titik dari graf tersebut. 

Trisyarini, 2014 mengkaji mengenai nilai total tidak teratur sisi dari graf Unidentified 

Flying Object (UFO). Pada penelitian ini diperoleh nilai untuk batas atas terkecil dan batas 

bawah terbesar pada graf UFO. 

 

METODE PENELITIAN  

Pelabelan total tidak teratur titik yang digunakan pada penelitian ini dapat dijelaskan 

sebagai berikut. 

Misalkan 𝐺(𝑉, 𝐸) merupakan graf sederhana. Pada pelabelan dengan fungsi 𝑓: 𝑉 ∪ 𝐸 →
{1,2,3, … , 𝑘} dikatakan memenuhi definisi pelabelan-𝑘 total tidak teratur titik (total vertex 

irregularity k-labeling) untuk graf 𝐺 jika setiap dua titik yang berbeda pada 𝑉, memenuhi 

𝑤𝑡(𝑥) ≠ 𝑤𝑡(𝑦) dengan 

𝑤𝑡(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ∑ 𝑓(𝑥𝑦)

𝑦∈𝑉(𝐺)

 

Nilai total ketidakteraturan titik (total vertex irregularity strength) dari suatu graf 𝐺 

merupakan bilangan bulat positif terkecil 𝑘 sedemikan sehingga graf 𝐺 mempunyai suatu 

pelabelan-𝑘 tidak teratur titik, yang kemudian diberi notasi 𝑡𝑣𝑠(𝐺). 

 

  

(a) (b) 

Gambar 1. Nilai Total Tidak Teratur Titik pada Graf 𝑆6 

  

Gambar 1 (a) adalah cara penentuan nilai total tidak teratur pada 𝑆6 dengan derajat 5 

sebagai derajat terbesar yang kemudian disebut pelabelan-5 tidak teratur titik pada 𝑆6, 

sedangkan Gambar 1 (b) merupakan cara penentuan nilai total tidak teratur pada 𝑆6 dengan  

derajat terbesarnya adalah 4 maka disebut pelabelan-4 total tidak teratur titik 𝑆6. Untuk graf 𝑆6 

tidak mempunyai pelabelan-2 dan pelabelan-3 total tidak teratur titik maka nilai 𝑘 = 4 

merupakan nilai terkecil. Dengan deminikain diperoleh bahwa nilai total tidak teratur titik untuk 

𝑆6 yaitu 4. 

 Menurut Nurdin dkk, 2010, misalkan suatu graf 𝐺 yang memiliki 𝑛𝑖 titik dengan derajat 

𝑖 untuk 𝑖 = 𝛿, 𝛿 + 1, 𝛿 + 2, … , Δ, dengan 𝛿 dan Δ merupakan minumum dan maksimum derajat 

titik pada graf 𝐺, maka 

𝑡𝑣𝑠(𝐺) ≥ 𝑚𝑎𝑘𝑠 {⌈
𝛿 + 𝑛𝛿

𝛿 + 1
⌉ , ⌈

𝛿 + 𝑛𝛿 + 𝑛𝛿+1

𝛿 + 2
⌉ , … , ⌈

𝛿 + ∑ 𝑛𝑖
∆
𝑖=𝛿

∆ + 1
⌉}. 

HASIL DAN PEMBAHASAN  

Graf Unidentified Flying Object (UFO) merupakan suatu graf yang kontruksinya 

berasal dari graf buku segitiga dengan satu titik sekutu dan dua titik lain ditambah sebanyak 𝑛 

sisi. Graf UFO dikembangkan dari graf 𝐵𝑡𝑚 dengan 𝑛 sisi tambahan, dinotasikan dengan 𝑈𝑚,𝑛. 
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Graf ini memiliki himpunan titik, 𝑉 = {𝑈, 𝐹, 𝑂, 𝑢𝑗 , 𝑜𝑗 , 𝑥𝑖 , 𝑥𝑚,𝑗; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛; 𝑚, 𝑛 ∈

𝑁} dan himpunan sisi, 𝐸 = {𝐹𝑥𝑖 , 𝑈𝐹, 𝐹𝑂, 𝑈𝑂, 𝑂𝑥𝑖 , 𝑥𝑚𝑥𝑚,𝑗 , 𝑈𝑢𝑗 , 𝑂𝑜𝑗;  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑛; 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁}.  

 

Gambar 2. Graf UFO (𝑈𝑚,𝑛)  

 

Nilai Total Tidak Teratur Titik Graf UFO  

Pada artikel ini, nilai total ketidakteraturan titik dibagi menjadi dua kasus yaitu sebagai 

berikut 

Kasus I. Untuk 𝒎 < 𝟑 ⌈
𝒏+𝟏

𝟐
⌉ ; 𝒎, 𝒏 ≥ 𝟑  

Berdasarkan Teorema 2.5.1, untuk 𝑚 = 3,4, … , (3 ⌈
𝑛+1

2
⌉ − 1) dan 𝑛 = 3, untuk nilai 

total tidak teratur titik diperoleh batas bawah graf 𝑈𝑚,3 seperti pada Tabel 1  

 

Tabel 1. Batas Bawah Nilai Total Tidak Teratur Titik pada Graf 𝑈𝑚,3 

𝒎 𝜹 𝒏𝜹 ⌈
𝜹 + 𝒏𝜹

𝜹 + 𝟏
⌉ ≤ 𝒕𝒗𝒔(𝑼𝒎,𝟑) 

3 1 9 5 

4 1 9 5 

5 1 9 5 

Keterangan: 

𝛿: derajat minimum 

𝑛𝛿: banyaknya titik yang berderajat minimum 

  
(a) (b) 

Gambar 3. (a) Pelabelan-5 Total Tidak Teratur Titik Graf 𝑈3,3 (b) Pelabelan-5 Total Tidak Teratur 

Titik 𝑈4,3 
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Penentuan batas atas untuk 𝑈𝑚,3 dengan 𝑚 = 3 dan 4 maka label nilai sisi dan titik 

dapat dilihat pada Gambar 3. 

Berdasarkan pelabelan yang telah dibuat pada Gambar 3 maka untuk suatu pelabelan 

sisi dan titik dengan 𝑖 = 1,2, … , 𝑚 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 sebagai berikut 

𝑓(𝑂𝑜𝑗) = ⌈
𝑗 + 1

2
⌉ 

𝑓(𝑈𝑢𝑗) = ⌈
𝑛 + 𝑗 + 1

2
⌉ 

𝑓(𝑥𝑚,𝑗𝑥𝑚) = ⌈
2𝑛 + 𝑗 + 1

2
⌉ 

𝑓(𝑂𝑥𝑖) = ⌈
3𝑛 − 1 + 𝑖

3
⌉ 

𝑓(𝐹𝑥𝑖) = ⌈
3𝑛 + 1 + 𝑖

3
⌉ 

𝑓(𝑜𝑗) = ⌈
𝑗

2
⌉ 

𝑓(𝑢𝑗) = ⌈
𝑛 + 𝑗

2
⌉ 

𝑓(𝑥𝑚,𝑗) = ⌈
2𝑛 + 𝑗

2
⌉ 

𝑓(𝑥𝑖) = ⌈
3𝑛 + 𝑖

3
⌉ 

𝑓(𝑂) = 𝑓(𝑈) = 𝑓(𝐹) = 𝑓(𝑈𝐹) = 𝑓(𝑈𝑂) = 𝑓(𝑂𝐹) = ⌈
3𝑛+1

2
⌉ − 1. 

Berdasarkan pelabelan tersebut dipeorleh  

𝑤𝑡(𝑜𝑗) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑜𝑛) < 𝑤𝑡(𝑢𝑗) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑢𝑛) < 𝑤𝑡(𝑥𝑚,𝑗) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑥𝑚,𝑛) < 𝑤𝑡(𝑥𝑖) <

⋯ < 𝑤𝑡(𝑥𝑚−1) < 𝑤𝑡(𝑈) < 𝑤𝑡(𝑥𝑚) < 𝑤𝑡(𝐹) < 𝑤𝑡(𝑂). 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa setiap titik dan sisi pada graf UFO diperoleh label 

terbesar adalah 

𝑓(𝑥𝑚𝑥𝑚,𝑛) = ⌈
3𝑛+1

2
⌉ . 

 

Sehingga diperoleh 𝑡𝑣𝑠(𝑈𝑚,𝑛) ≤  ⌈
3𝑛+1

2
⌉. Dengan demikian diperoleh 𝑡𝑣𝑠 (𝑈𝑚,𝑛) = ⌈

3𝑛+1

2
⌉. 

 

Kasus II. Untuk 𝒎 = 𝟑 ⌈
𝒏+𝟏

𝟐
⌉ ; 𝒎, 𝒏 ≥ 𝟑  

Berdasarkan Teorema 2.5.1, untuk 𝑚 = 3 ⌈
𝑛+1

2
⌉ dan 𝑛 = 3,4,5 untuk nilai total tidak 

teratur titik, diperoleh batas bawah untuk graf 𝑈𝑚,𝑛 dipeoleh seperti pada Tabel 2. 

Tabel 2. Batas Bawah Nilai Total Tidak Teratur Titik 𝑈
3⌈

𝑛+1

2
⌉,𝑛

 

𝒏 𝒎 𝜹 𝒏𝜹 ⌈
𝜹 + 𝒏𝜹

𝜹 + 𝟏
⌉ ≤ 𝒕𝒗𝒔(𝑼

𝟑⌈
𝒏+𝟏

𝟐
⌉,𝒏

) 

3 6 1 9 5 

4 9 1 12 7 

5 9 1 15 8 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

𝑛 3 ⌈
𝑛 + 1

2
⌉ 1 3𝑛 ⌈

3𝑛 + 1

2
⌉ 

Keterangan: 

𝛿: derajat minimum 

𝑛𝛿: banyak titik yang berderajat minimum 
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 Berdasarkan cara pelabelan seperti pada Tabel 2 diperoleh suatu pola pada pelabelan 

titik dan sisi dengan 𝑖 = 1,2, … , 𝑚 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 yaitu 

𝑓(𝑂𝑜𝑗) = ⌈
𝑗 + 1

2
⌉ 

𝑓(𝑈𝑢𝑗) = ⌈
𝑛 + 𝑗 + 1

2
⌉ 

𝑓(𝑥𝑚,𝑗𝑥𝑚) = ⌈
2𝑛 + 𝑗 + 1

2
⌉ 

𝑓(𝑜𝑗) = ⌈
𝑗

2
⌉ 

𝑓(𝑢𝑗) = ⌈
𝑛 + 𝑗

2
⌉ 

𝑓(𝑥𝑚,𝑗) = ⌈
2𝑛 + 𝑗

2
⌉ 

𝑓(𝑥𝑚) = 𝑓(𝑂𝑥𝑚) = 𝑓(𝐹𝑥𝑚) = ⌈
3𝑛 + 1

2
⌉ 

𝑓(𝐹) = 𝑓(𝑈) = 𝑓(𝑈𝐹) = 𝑓(𝑈𝑂) = 𝑓(𝑂𝐹) = ⌈
3𝑛+1

2
⌉ − 1  

𝑓(𝑂) = ⌈
3𝑛+1

2
⌉ − 2. 

Untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑚 − 1, pelabelannya adalah 

𝑓(𝑂𝑥𝑖) = ⌈
3𝑛 − 1 + 𝑖

3
⌉ 

𝑓(𝐹𝑥𝑖) = ⌈
3𝑛 + 1 + 𝑖

3
⌉ 

𝑓(𝑥𝑖) = ⌈
3𝑛 + 𝑖

3
⌉ 

Berdasarkan pelabelan tersebut diperoleh 

𝑤𝑡(𝑜𝑗) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑜𝑛) < 𝑤𝑡(𝑢𝑗) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑢𝑛) < 𝑤𝑡(𝑥𝑚,𝑗) < ⋯ < 𝑤𝑡(𝑥𝑚,𝑛) < 𝑤𝑡(𝑥𝑖) <

⋯ < 𝑤𝑡(𝑥𝑚−1) < 𝑤𝑡(𝑈) < 𝑤𝑡(𝑥𝑚) < 𝑤𝑡(𝐹) < 𝑤𝑡(𝑂).  

Dari persamaan tersebut diperoleh bahwa untuk setiap titik pada 𝑈𝑚,𝑛 berbeda. Maka 

fungsi 𝑓 yang telah dikonstruksi merupakan suatu pelabelan total tidak teratur titik pada 𝑈𝑚,𝑛. 
Berdasarkan pelabelan dari titik dan sisi pada graf UFO diperoleh label terbesar adalah 

(𝑥𝑚𝑥𝑚,𝑛) = ⌈
3𝑛 + 1

2
⌉. 

PENUTUP  

Berdasarkan uraian tersebut dapat disimpulkan nilai total teratur titik pada graf 

Unidentified Flying Object yaitu: 

(i) untuk 3 ≤ 𝑚 ≤ 3 ⌈
𝑛+1

2
⌉ dan 𝑛 ≥ 3, bergantung pada titik berderajat satu, 

𝑡𝑣𝑠(𝑈𝑚,𝑛) = ⌈
3𝑛+1

2
⌉ ; 

(ii) untuk 𝑚 > 3 ⌈
𝑛+1

2
⌉ dan 𝑛 ≥ 3, bergantung pada titik berderajat dua, 

𝑡𝑣𝑠(𝑈𝑚,𝑛) = ⌈
3𝑛+𝑚

3
⌉. 
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